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Glavni cilj diplomskega dela je dokaz izreka Monskega. Pomembni orodji za dokaz
izreka sta Spernerjeva lema in p-adi£na norma. V delu zato predstavimo in doka-
ºemo Spernerjevo lemo. p-adi£no normo deniramo na polju racionalnih ²tevil in
pokaºemo, da jo je mogo£e raz²iriti na realna ²tevila.
Monsky's Theorem
Abstract
The main goal of this work is to present a proof of Monsky's Theorem. Two of
the important tools to prove the theorem are Sperner's lemma and p-adic norm. In
the work we formulate and prove Sperner's lemma. We dene p-adic norm on the
eld of rational numbers and show that it is possible to extend it to the eld of real
numbers.
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1. Uvod
V diplomskem delu si ogledamo vpra²anje, ki ga je leta 1965 zastavil Fred Ri-
chman. Spra²eval se je, ali je mogo£e kvadrat razdeliti na liho ²tevilo trikotnikov
z enakimi plo²£inami. Izkaºe se, da to ni mogo£e. Torej, £e kvadrat razdelimo na
trikotnike z enakimi plo²£inami, potem je ²tevilo teh trikotnikov sodo. Prvi je do
te ugotovitve pri²el John Thomas leta 1968. Svojo re²itev je objavil v reviji Mathe-
matics Magazine, toda njegova re²itev je imela eno pomankljivost. Njegov dokaz je
veljal le za trikotnike, ki so imeli za ogli²£a to£ke, pri katerih sta bili obe komponenti
racionalni ²tevili. Ni pa znal pokazati, zakaj to ne velja pri poljubni izbiri ogli²£ tri-
kotnikov. Odgovor na to je podal Paul Monsky leta 1970. Nadgradil je Thomasov
dokaz in tako v celoti odgovoril na Richmanovo vpra²anje.
V nalogi bomo spoznali orodja, ki so bila uporabljena pri dokazovanju izreka
Monskega. Najpomembnej²i sta p-adi£na norma in Spernerjeva lema. V drugem
poglavju si bomo ogledali denicijo p-adi£ne norme na polju racionalnih ²tevil. V
tretjem bomo pokazali, kako to normo raz²iriti na polje realnih ²tevil. V £etrtem po-
glavju bomo spoznali Spernerjemo lemo za ravnino ter jo dokazali. Zadnje poglavje
pa bomo namenili dokazu izreka Monskega.
O izreku Monskega bomo govorili samo za kvadrat v ravnini. Izrek pa v malo
druga£ni obliki velja tudi za ve£ dimenzij. Ko formuliramo izrek za n dimenzij,
zamenjamo kvadrat za n-dimenzionalno kocko, trikotnike pa za n-simplekse. Spre-
meni pa se tudi ²tevilo n-simpleksov, ki so prisotni v triangulaciji. Njihovo ²tevilo
mora biti deljivo z n!. V primeru treh dimenzij izrek pove, da £e kocko razdelimo na
tristrane piramide, ki imajo vse enak volumen, potem mora biti ²tevilo teh piramid
deljivo s 6.
2. p-adi£na ²tevila in p-adi£na norma
2.1. Na kratko o p-adi£nih ²tevilih. Na za£etku tega poglavja namenimo nekaj
besed p-adi£nim ²tevilom, ki jih bomo povzeli po £lanku [5]. Ker v delu ne bomo
uporabljali p-adi£nih ²tevil, ampak samo p-adi£no normo, ki jo dobimo iz p-adi£nih
²tevil, bomo navedli le denicijo in nekaj lastnosti.
Denicija 2.1. p-adi£no ²tevilo α je neskon£no zaporedje ²tevil (ai)i∈Z, kjer je
ai ∈ {0, 1, . . . , p − 1} in za katero obstaja i0 ∈ Z, za katerega velja ai = 0 za
i < i0. Za a0 postavimo decimalno vejico in pi²emo z leve proti desni kot α =
· · · anan−1 · · · a1a0,a−1 · · · ai000 · · · .
p-adi£na ²tevila si lahko predstavljamo kot ²tevila, zapisana v bazi p. Vsako
racionalno ²tevilo q lahko predstavimo kot p-adi£no ²tevilo. Na primeru 3-adi£nih
²tevil si oglejmo, kako bi predstavili razli£na racionalna ²tevila.
Primer 2.2. tevilo 0 zapi²emo kot zaporedje samih ni£el, ²tevilo 1 pa kot zapo-
redje, ki ima ni£le povsod razen na mestu 0, kjer ima 1.
Naravno ²tevilo zapi²emo kot zaporedje, ki ima kon£no mnogo neni£elnih elemen-
tov. 3-adi£ni zapis naravnih ²tevil je ekvivalenten zapisu ²tevila v bazi 3. e za
primer vzamemo ²tevilo 17, je njegov 3-adi£ni zapis enak · · · 00122,00 · · · .
Zapi²emo lahko tudi negativna ²tevila. Za pra²tevilo p zapi²emo negativno ²tevilo
kot zaporedje, ki ima kon£no mnogo ²tevk razli£nih od p − 1. 3-adi£ni zapis, ki
predstavlja ²tevilo −17 je · · · 222101,00 · · · .
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Na koncu navedimo ²e primer za 3-adi£ni zapis ulomkov. Ulomek 1
2
zapi²emo kot
· · · 111112,00 · · · , ulomek 3
8
zapi²emo kot · · · 12121220,00 · · · , ulomek 14
9
pa zapi²emo
kot · · · 001,1200 · · · . ♢
Na p-adi£nih ²tevilih lahko deniramo tudi se²tevanje in mnoºenje in izkaºe se,
da so p-adi£na ²tevila polje. Ozna£imo ga s Qp. V nadaljevanju bomo denirali
p-adi£no normo. Izkaºe se, da je polje Qp napolnitev racionalnih ²tevil Q glede na
metriko, izpeljano iz p-adi£ne norme.
2.2. p-adi£na norma. V nadaljevanju bomo govorili o razli£nih poljih, zato se pred
denicijo p-adi£ne norme, spomnimo denicije polja. Denicijo polja lahko najdemo
v [1] na za£etku sedmega poglavja. Deniciji p-reda in p-adi£ne norme, ki ju bomo
navedli kasneje, pa sta povzeti po [11].
Denicija 2.3. Polje je mnoºica F skupaj z notranjima binarnima operacijama
se²tevanje ((x, y) ↦→ x + y) in mnoºenje ((x, y) ↦→ xy), £e za ti operaciji veljajo
naslednje lastnosti:
(1) Za se²tevanje je F Abelova grupa.
(2) F brez enote za se²tevanje je Abelova grupa za mnoºenje.
(3) Za vse x, y, z ∈ F velja (x+ y)z = xz + yz (distributivnost).
Primera polj sta racionalna in realna ²tevila. Spomnimo se ²e denicije norme na
polju.
Denicija 2.4. Naj bo K polje. Norma na K je funkcija | · | : K → R+, ki zado²£a
naslednjim lastnostim:
(1) |ab| = |a||b| za vsaka a, b ∈ K (multiplikativnost).
(2) |a+ b| ≤ |a|+ |b| za vsaka a, b ∈ K (trikotni²ka neenakost).
(3) |a| = 0 ⇐⇒ a = 0.
Denicija 2.5. Normi | · |, pri kateri lahko trikotni²ko neenakost nadomestimo z
mo£nej²o ultrametri£no neenakostjo, ki pravi
|a+ b| ≤ max(|a|, |b|) za vsaka a, b ∈ K,
re£emo ultrametri£na norma.
V nadaljevanju bomo preko pomoºnih denicij vpeljali pojem p-adi£ne norme, de-
nirane na polju racionalnih ²tevil. Skozi celotno delo bomo s p ozna£evali poljubno
pra²tevilo.
Denicija 2.6. Naj bo a ∈ Z. p-red ²tevila a ozna£imo z ordp(a) in deniramo kot
najvi²jo potenco ²tevila p, da p na to potenco ²e vedno deli a. V primeru, ko je a
enak 0, deniramo p-red kot neskon£no. S formulo to zapi²emo kot
ordp(a) =
{︄
∞ ; a = 0
max{k ∈ N ∪ {0} ; pk | a} ; sicer
Hitro lahko preverimo, da za produkt ²tevil velja ordp(ab) = ordp(a) + ordp(b).
Denicijo raz²irimo ²e na racionalna ²tevila, kjer za ²tevili a ∈ Z in b ∈ Z\{0},









Primer 2.7. Na nekaj primerih si oglejmo, kako izra£unamo p-red ²tevila. Pri
dokazovanju izreka Monskega bomo uporabljali 2-red ²tevila, zato si oglejmo primere




0 · 3) = 0
Poglejmo ²e, kako je s produktom:
ord2(10 · 12) = ord2((21 · 5)(22 · 3)) = ord2(23 · 15) = 3
ord2(10) + ord2(12) = ord2(2
1 · 5) + ord2(22 · 3) = 1 + 2 = 3


















ord2(10)− ord2(12) = 1− 2 = −1 ♢
V nadaljevanju bomo denicijo p-reda uporabili za deniranje funkcije, za katero
se bo izkazalo, da je ultrametri£na norma. To bo p-adi£na norma.
Trditev 2.8. Naj bo p pra²tevilo in fp : Q → R+ funkcija, ki je za racionalno ²tevilo
q denirana s predpisom
fp(q) =
{︄
0 ; q = 0
p− ordp(q) ; sicer
Ta funkcija je norma.
Dokaz. Pokazati moramo, da funkcija fp zado²£a vsem trem lastnostim, ki smo jih
navedli v deniciji 2.4. Pokaºimo najprej multiplikativnost funkcije fp, torej da velja
fp(ab) = fp(a)fp(b). e je kateri od a ali b enak ni£, potem je ta enakost izpolnjena.




− ordp(a)p− ordp(b) = p−(ordp(a)+ordp(b))
Pokazati moramo, da za a, b ∈ Q\{0} velja
ordp(ab) = ordp(a) + ordp(b).
tevili a in b lahko zapi²emo kot a = piã in b = pj b̃, kjer sta ã in b̃ tuji p. Po
deniciji 2.6 velja ordp(a) = i in ordp(b) = j. Velja pa tudi, da je
ab = piã · pj b̃ = pi+j ãb̃,
kjer je ²tevilo ãb̃ tuje p. Torej je ordp(ab) = i+ j. e izra£unano vstavimo v zgornjo
ena£bo, dobimo
ordp(ab) = i+ j = ordp(a) + ordp(b).
S tem smo dokazali, da za funkcijo fp velja multiplikativnost.
Naslednja lastnost, ki jo moramo pokazati, je trikotni²ka neenakost, ki pravi
fp(a+ b) ≤ fp(a) + fp(b). Ker bomo v trditvi 2.9 pokazali, da fukcija fp zado-
²£a ultrametri£ni neenakosti, ki je mo£nej²a zahteva kot trikotni²ka neenakost, se
bomo za dokaz te trikotni²ke neenakosti sklicali na dokaz omenjene trditve.
Zadnja zahteva, ki ji mora zado²£ati funkcija, da je norma, je, da velja fp(a) = 0
natanko tedaj, ko je a = 0. Implikacija v levo sledi iz denicije funkcije fp. Pokaºimo
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²e implikacijo v desno. e je a ̸= 0, potem je fp(a) enak p−i za neki i ∈ Z, kar pa
je zagotovo razli£no od 0. □
Poglejmo in dokaºimo ²e trditev, ki nam bo zagotovila ultrametri£no neenakost
funkcije fp. Posledica te trditve bo, da je fp ultrametri£na norma, kar bo pomembno
pri dokazu izreka Monskega.
Trditev 2.9. Funkcija fp zado²£a ultrametri£ni neenakosti. Ta pravi, da za poljubni
racionalni ²tevili a in b velja
fp(a+ b) ≤ max(fp(a), fp(b)).
Dokaz. Ker sta a in b racionalni ²tevili, ju lahko za neke c, d, e, f, i, j ∈ Z zapi²emo
kot a = pi c
d
in b = pj e
f




okraj²ana in so ²tevila c, d, e, f tuja
p. Vemo, da je v tem primeru ordp(a) = i in ordp(b) = j.
Poglejmo si najprej primer, ko je i ̸= j. Brez ²kode za splo²nost lahko re£emo, da
je i < j. Velja


















e upo²tevamo, da velja ordp(ab) = ordp(a)+ordp(b) in ordp(ab ) = ordp(a)−ordp(b)
ter da so ²tevila c, d, e, f tuja p, lahko izra£unamo p-red ²tevila a+ b.







i) + (ordp(cf + p
j−ide)− ordp(df))
= i
Po deniciji funkcije fp velja fp(a) = p− ordp(a) = p−i in podobno fp(b) = p−j. Torej
velja
fp(a+ b) = p
−ordp(a+b) = p−i = max(p−i, p−j) = max(fp(a), fp(b)).
V tem primeru smo pokazali celo ve£ od zahtevanega. Pokazali smo, da £e za
racionalni ²tevili a in b velja ordp(a) ̸= ordp(b), potem je vrednost funkcije fp za
vsoto teh dveh ²tevil enaka maksimumu vrednosti funkcije fp za ²tevili a in b.
Pokaºimo ²e, da neenakost velja tudi v primeru, ko je ordp(a) = ordp(b). Ker to
velja, lahko ²tevili a in b zapi²emo kot a = pi c
d
in b = pi e
f
za i ∈ Z in za c, d, e, f ∈ Z
tuja p. Velja












V prej²njem primeru smo imeli zaradi faktorja pj−i zagotovilo, da je ²tevec ulomka
tuj p. Sedaj tega zagotovila nimamo. Spet pora£unamo p-red ²tevila a+b in dobimo








i) + ordp(cf + de)− ordp(df)
= i+ ordp(cf + de)− 0
Vemo, da je vsota cf + de celo ²tevilo, zato jo lahko zapi²emo kot pkr za neko
nenegativno celo ²tevilo k in nek r tuj p. Torej velja
ordp(cf + de) = ordp(p
kr) = k ≥ 0.
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Kar pomeni, da je ordp(a + b) = i + k. e sedaj pora£unamo vrednost fp(a + b),
dobimo
fp(a+ b) = p
− ordp(a+b) = p−(i+k) ≤ p−i = max(fp(a), fp(b)).
S tem je ultrametri£na neenakost dokazana. □
Pokazali smo, da je zgoraj denirana funkcija fp ultrametri£na norma. To funkcijo
bomo od zdaj naprej imenovali p-adi£na norma in jo bomo ozna£ili z oznako | · |p.
Primer 2.10. Oglejmo si nekaj primerov ra£unanja 2-adi£ne norme. To bo norma,
ki jo bomo kasneje uporabili pri dokazovanju osrednjega izreka.
|0|2 = 0
|1|2 = 2− ord2(1) = 20 = 1
|2|2 = 2− ord2(2) = 2−1 =
1
2
|24|2 = 2− ord2(24) = 2− ord2(2










) = 2−(ord2(1)−ord2(4)) = 2−(0−2) = 22 = 4 ♢
Na koncu podpoglavja o p-adi£ni normi dokaºimo ²e lemo, ki jo bomo potrebovali
v naslednjem poglavju pri raz²irjanju p-adi£ne norme iz polja racionalnih ²tevil na
polje realnih ²tevil.
Lema 2.11. Naj bo F polje in || · || ultrametri£na norma, denirana na F . e za
a, b ∈ F velja ||a|| < ||b||, potem velja
||a+ b|| = ||b||.
Dokaz. Za ultrametri£no normo velja ||a+ b|| ≤ max(||a||, ||b||). Torej za ²tevili a in
b iz leme velja ||a+b|| ≤ ||b||. tevilo b zapi²emo kot b = (b+a)−a. e pora£unamo
normo || · || ²tevila b, dobimo
||b|| = ||(b+ a)− a|| ≤ max(||b+ a||, ||a||).
Ker je norma ||a|| manj²a od norme ||b|| in ker je desna stran neenakosti ve£ja od
norme ||b||, sledi
max(||b+ a||, ||a||) = ||b+ a||.
e zdruºimo obe neenakosti, dobimo ||a+ b|| = ||b||. □
3. Raz²iritev p-adi£ne norme na realna ²tevila
p-adi£no normo smo denirali zgolj na polju racionalnih ²tevil. Kot je bilo pove-
dano v uvodu, je za problem triangulacije kvadrata na enake trikotnike prvi na²el
delno re²itev Fred Richman. Re²itev je bila delna, ker je delovala le, £e so imela vsa
ogli²£a v triangulaciji kvadrata racionalne koordinate. Problem se je pojavil, ker je
Richman za dokaz uporabil p-adi£no normo na ogli²£ih triangulacije, ki pa je, kot
smo videli, denirana na polju racionalnih ²tevil in ne na polju realnih ²tevil.
Paul Monsky je nekaj let kasneje Richmanov dokaz nadgradil tako, da je pokazal,
da se da p-adi£no normo raz²iriti na polje realnih ²tevil. V naslednjem razdelku si
bomo natan£neje ogledali denicije in izreke, ki zagotavljajo obstoj take raz²iritve,
ki nam bo omogo£ila uporabo p-adi£ne norme za poljubno realno ²tevilo.
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p-adi£no normo ºelimo raz²iriti na realna ²tevila. Za to raz²iritev bomo zahtevali,
da je to ²e vedno ultrametri£na norma in da se njena zoºitev na racionalna ²tevila
ujema s p-adi£no normo na racionalnih ²tevilih.
V prvem podpoglavju bomo denicije in izreke navedli, kot so podani v knjigi
Uvod v algebro [1], v drugem in tretjem podpoglavju, ki govorita o raz²iritvah p-
adi£ne norme, pa bomo sledili ²estemu in sedmemu poglavju v knjigi Local elds
[2].
3.1. Pojmi in denicije. Da bomo p-adi£no normo lahko raz²irili na realna ²tevila,
si bomo pomagali s polji in njihovimi raz²iritvami. Oglejmo si najprej nekaj denicij
in trditev, ki nam bodo pri tem pri²le prav. Denicijo polja smo spoznali ºe na
za£etku, v deniciji 2.3. Ker nas bodo zanimale raz²iritve polj, si oglejmo ²e denicijo
podpolja in denicijo raz²iritve polja.
Denicija 3.1. Naj bo E polje. Podmnoºica F mnoºice E je podpolje polja E, £e
je mnoºica F skupaj z istima operacijama se²tevanja in mnoºenja tudi sama polje.
Denicija 3.2. Naj bosta E in F polji. Polje E je raz²iritev polja F , £e je F
podpolje polja E.
Ker bomo v nadaljevanju gledali na raz²iritev polja kot na vektorski prostor nad
njegovim podpoljem, se spomnimo ²e denicije vektorskega prostora.
Denicija 3.3. Naj bo F polje. Mnoºica V skupaj z notranjo operacijo se²tevanja
((u, v) ↦→ u+v) in zunanjo operacijo mnoºenja s skalarji (F×V → V : (λ, v) ↦→ λv)
je vektorski prostor nad F , £e za ti dve operaciji veljajo naslednje lastnosti:
(1) Za se²tevanje je V Abelova grupa,
(2) za vse λ ∈ F in u, v ∈ V je λ(u+ v) = λu+ λv,
(3) za vse λ, µ ∈ F in v ∈ V je (λ+ µ)v = λv + µv,
(4) za vse λ, µ ∈ F in v ∈ V je λ(µv) = (λµ)v,
(5) za 1 ∈ F in za vsak v ∈ V je 1v = v.
Naj bo F podpolje E. Tedaj lahko na E gledamo kot na vektorski prostor nad
poljem F . Mnoºenje s skalarji deniramo kot F × E → E : (x, y) ↦→ xy. Ker gre
v tem primeru za operacijo mnoºenja na polju, je o£itno, da ta operacija zado²£a
vsem lastnostim v deniciji vektorskega prostora.
Raz²iritev p-adi£ne norme bomo denirali s pomo£jo linearnih preslikav in deter-
minant teh preslikav, zato se spomnimo ²e te denicije.
Denicija 3.4. Naj bosta V1 in V2 vektorska prostora nad poljem F . Linearna
preslikava T : V1 → V2 je funkcija med vektorskima prostoroma, ki ima naslednji
lastnosti:
(1) Za vsak u, v ∈ V1 velja T (u+ v) = T (u) + T (v),
(2) za vsak v ∈ V1 in za vsak λ ∈ F velja T (λv) = λT (v).
e ima funkcija lastnost (1), re£emo, da je aditivna. e ima lastnost (2), re£emo,
da je homogena. e za funkcijo veljata obe lastnosti, re£emo, da je linearna.
V nadaljevanju bomo dokazali nekaj trditev, ki nam bodo pomagale, ko bomo
raz²irjali p-adi£no normo z racionalnih ²tevil na realna ²tevila. Prva trditev pove,
da lahko na mnoºenje v polju gledamo kot na linearno transformacijo nad podpoljem
tega polja.
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Trditev 3.5. Naj bo E polje in vzemimo poljuben element x ∈ E. Ozna£imo mno-
ºenje z elementom x v polju E s Tx. Naj bo F podpolje E in glejmo na E kot na
vektorski prostor nad F . Tedaj je Tx : E → E linearna transformacija.
Dokaz. Pokazati moramo, da je mnoºenje z elementom x ∈ E aditivno in homogeno.
Vzemimo torej a, b ∈ E in pokaºimo najprej aditivnost.
Tx(a+ b) = x(a+ b) = xa+ xb = Tx(a) + Tx(b)
Pri izra£unu smo uporabili distributivnost polja E. Vzemimo zdaj ²e a ∈ E in λ ∈ F
in pokaºimo ²e homogenost.
Tx(λa) = x(λa) = (xλ)a = (λx)a = λ(xa) = λTx(a)
Ker je F podpolje E, je λ tudi element polja E, zato lahko pri zgornjem izra£unu
uporabimo asociativnost in komutativnost mnoºenja v polju E. S tem smo pokazali,
da je mnoºenje z elementom v polju res linearna preslikava. □
p-adi£no normo bomo iz polja racionalnih ²tevil raz²irili na polje realnih ²tevil
na slede£ na£in. Za£eli bomo z racionalnimi ²tevili in s p-adi£no normo, ki smo jo
denirali. Nato bomo vzeli ²tevilo α ̸= Q in p-adi£no normo raz²irili na polje F ,
raz²irjeno s ²tevilom α. Nato bomo vzeli ²tevilo, ki ga ni v na²em raz²irjenem polju,
ponovno raz²irili polje s tem ²tevilom in p-adi£no normo raz²irili na novo polje.
Postopek bomo ponavljali, dokler ne bomo imeli v denicijskem obmo£ju p-adi£ne
norme celotnih realnih ²tevil. Na vsakem koraku se bo raz²irjanje norme razlikovalo,
glede na to, ali je element, s katerim raz²irjamo polje, algebrai£en ali transcendenten
nad za£etnim poljem.
Preden za£nemo, se spomnimo ²e denicije algebrai£nosti, transcendentnosti in
denicije stopnje algebrai£nosti elementa v raz²iritvi.
Denicija 3.6. Naj bo E raz²iritev polja F in a ∈ E. Re£emo, da je a algebrai£en
nad F , £e obstaja tak polinom q s koecienti iz F , da je q(a) = 0. e za a ∈ E tak
polinom ne obstaja, pravimo, da je a transcendenten nad F .
Polinomu q nad poljem F pravimo minimalni polinom algebrai£nega elementa a,
£e je q(a) = 0, ima vodilni koecient enak 1 in ima med vsemi neni£elnimi polinomi
nad poljem F , za katere je a ni£la, najniºjo stopnjo. e je stopnja minimalnega
polinoma elementa a enaka n, re£emo, da je a algebrai£en stopnje n nad F .
Denicija 3.7. Naj bo polje E raz²iritev polja F . Pravimo, da je E kon£na raz-
²iritev F, £e je E kon£no razseºen vektorski prostor nad F . Dimenziji vektorskega
prostora E nad F re£emo stopnja raz²iritve in jo ozna£imo z [E : F ].
V nadaljevanju se bomo za pomo£ sklicali na naslednji izrek. Navedli ga bomo
brez dokaza. Dokaz najdemo v knjigi Uvod v algebro [1], v poglavju 7.3, pri dokazu
izreka 7.19.
Izrek 3.8. Naj bo polje E raz²iritev polja F . e je a ∈ E algebrai£en stopnje n nad
F , potem je
F (a) = {λ0 + λ1a+ · · ·+ λn−1an−1 | λi ∈ F}
kon£na raz²iritev polja F in stopnja te raz²iritve je enaka n. Taki raz²iritvi bomo
rekli enostavna algebrai£na raz²iritev.
Sedaj, ko smo si ogledali nekaj pojmov in izrekov iz teorije polj, bomo za£eli
z raz²irjanjem p-adi£ne norme iz racionalnih ²tevil na realna ²tevila. Raz²iritev
na polje realnih ²tevil bomo dobili postopoma tako, da bomo na vsakem koraku
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v domeno norme dodali en element iz realnih ²tevil, ki ga ²e nismo dodali. Pri
tem bomo lo£ili dva primera glede na to, ali je dodani element algebrai£en oziroma
transcendenten nad na²im trenutnim poljem. Najprej si bomo ogledali raz²iritve z
algebrai£nimi elementi.
3.2. Raz²iritev p-adi£ne norme na polje, raz²irjeno z algebrai£nim elemen-
tom. Ker ºelimo, da se p-adi£na norma, raz²irjena na realna ²tevila, na podpolju
racionalnih ²tevil ujema z za£etno denirano normo, moramo biti pri izbiri vrednosti
norme za algebrai£ne elemente pazljivi. Problem se lahko pojavi zaradi multiplika-
tivnosti norme. Na primeru 2-adi£ne norme si oglejmo, kje se lahko pojavijo teºave.





2). Uporabimo multiplikativnost norme in pokaºimo, kak²na mora biti vrednost√
2 v raz²irjeni 2-adi£ni normi.








































Vidimo torej, da ni vseeno, kak²no vrednost norme izberemo za algebrai£no ²te-
vilo, s katerim raz²irjamo racionalna ²tevila. Za raz²iritev bomo morali izbrati






. Podobno bo tudi pri vseh ostalih ²tevilih, ki
so algebrai£na nad Q. V nadaljevanju si bomo ogledali, kako denirati raz²iritev
p-adi£ne norme, da se bodo vrednosti te raz²irjene norme na podpolju, s katerega
raz²irjamo, ujemale s p-adi£no normo, denirano na tem polju.
Naj bo F polje, ki ga raz²irjamo, in E raz²iritev tega polja z algebrai£nim ele-
mentom a, ki je algebrai£en stopnje n nad F . Velja torej E = F (a). Glejmo zdaj na
polje E kot na vektorski prostor nad poljem F . Ker je a algebrai£en nad F , izrek
3.8 zagotavlja, da je E kon£na raz²iritev polja F in da je stopnja raz²iritve enaka
stopnji algebrai£nosti a nad F , torej enaka n.
Ker je stopnja raz²iritve enaka n, lahko gledamo na E kot na vektorski prostor
dimenzije n nad poljem F . V trditvi 3.5 smo pokazali, da je mnoºenje z elementom
a ∈ E linearna transformacija in smo jo ozna£ili s Ta. Ker je E n-dimenzionalen
vektorski prostor, lahko Ta predstavimo z n × n matriko. Denirajmo pomoºno
funkcijo N , ki je za a ∈ E podana s predpisom N(a) = det(Ta).
Denimo sedaj, da imamo na polju F ºe denirano p-adi£no normo, ozna£eno s
| · |p. Normo na raz²irjenem polju E bomo ozna£ili z || · ||p in jo bomo za a ∈ E
denirali kot
(1) ||a||p = n
√︂
|N(a)|p
Pokaºimo, da je ta norma dobro denirana. p-adi£na norma na F je po deniciji
norme nenegativna, torej nimamo teºav z negativnimi vrednostmi pod korenom.
Pokazati moramo ²e, da vrednost N(a) leºi v denicijskem obmo£ju | · |p, torej v
polju F .
Ker na polje E gledamo kot na vektorski prostor nad poljem F , ima matrika
preslikave Ta samo elemente iz polja F . Ker determinanto dobimo le z mnoºenjem
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in se²tevanjem elementov matrike in ker je F polje, bo vrednost determinante in s
tem vrednost funkcije N ostala v polju F .
Zadnja stvar, ki jo moramo pokazati za dobro deniranost norme, je, da je ne-
odvisna od izbire baze vektorskega prostora. Ozna£imo bazo na²ega vektorskega
prostora z B. Vzemimo ²e neko drugo bazo tega vektorskega prostora in jo ozna-
£imo s C. e imamo linearno preslikavo predstavljeno z matriko v bazi B, lahko to
preslikavo predstavimo z matriko v bazi C. Ozna£imo matriko mnoºenja z a zapisano
v bazi B s T (B)a in matriko mnoºenja z a zapisano v bazi C s T (C)a . Velja formula




kjer je P prehodna matrika iz baze B v bazo C.


























Vidimo, da je determinanta matrike res neodvisna od izbire baze vektorskega pro-
stora. S tem smo pokazali, da je denicija p-adi£ne norme, zapisana v (1), res dobro
denirana.
Najprej si na primeru oglejmo, kako na ta na£in dobimo 2-adi£no normo za eno-
stavno algebrai£no raz²iritev racionalnih ²tevil s
√
2. Pokazali bomo ²e, da je taka
raz²iritev ultrametri£na norma in da se na polju Q ujema s tam deniramo p-adi£no
normo.





2). Baza te raz²iritve je {1,
√
2}, torej lahko vsak element
x ∈ Q(
√
2) zapi²emo kot x = a+ b
√
2 za a, b ∈ Q. Na mnoºenje z elementom x gle-
damo kot na linearno transformacijo Tx. e ºelimo izra£unati determinanto det(Tx),
moramo najprej izra£unati matriko te preslikave. Poglejmo si, kam mnoºenje z x






























2 = 2b+ a
√
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= a2 − 2b2



















Poglejmo si, kak²ne vrednosti dobimo z raz²irjeno normo za naslednja ²tevila. Naj-







































Ta primer nam pokaºe, da se vrednost raz²irjene 2-adi£ne norme na elementu iz
za£etnega polja res ujema z 2-adi£no normo, ki smo jo ºe raz²irili do tega polja.







. Poglejmo, £e se ta rezultat ujema z denicijo
2-adi£ne norme, raz²irjene na Q(
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kar se ujema z na²im izra£unom, ki smo ga naredili v primeru 3.9. ♢
V zadnjem primeru smo videli, da se za tako denirano raz²iritev 2-adi£ne norme
na Q(
√
2) njene vrednosti na polju Q ujemajo z vrednostmi p-adi£ne norme, de-
nirane na polju Q. elimo pokazati ²e, da ta denicija ustreza vsem lastnostim
iz denicije norme in da ustreza tudi ultrametri£ni neenakosti, kar bo pomembna
lastnost v dokazu izreka Monskega. Vse to bomo pokazali v naslednji trditvi.
Trditev 3.11. Naj bo polje E = F (α) enostavna algebrai£na raz²iritev polja F z
elementom α, ki ima stopnjo algebrai£nosti enako n. Denimo, da imamo na polju F
denirano p-adi£no normo | · |p. Naj bo N(x) funkcija, kot smo jo denirali zgoraj,
torej determinanta matrike, ki predstavlja mnoºenje z elementom x ∈ E. Funkcija,




je ultrametri£na norma. Tako funkcijo bomo imenovali raz²irjena p-adi£na norma.
Dokaz. Pokaºimo najprej multiplikativnost raz²irjene norme, torej da za x, y ∈ E




e ºelimo dokazati enakost, moramo pokazati, da je N(xy) = N(x)N(y). Funkcija
N(x) po deniciji vrne vrednost determinante matrike Tx. Ker je mnoºenje v polju
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asociativno, za poljuben element a ∈ E velja Txy(a) = Tx(Ty(a)). Ker je kompozi-
tum linearnih preslikav predstavljen s produktom matrik teh preslikav, lahko pi²emo
²e Tx(Ty(a)) = (Tx·Ty)(a). e uporabimo ²e multiplikativnost determinante, dobimo
N(xy) = det(Txy) = det(Tx · Ty) = det(Tx) det(Ty) = N(x)N(y).

















S tem smo dokazali, da je raz²iritev p-adi£ne norme res multiplikativna.
Naslednja lastnost, ki jo je potrebno dokazati, je, da velja ||x||p = 0 natanko
tedaj, ko je x = 0. Implikacija v levo je o£itna, saj 0 ∈ E leºi tudi v polju F .
V primeru 3.10 smo za 2-adi£no normo pokazali, da se za elemente podpolja F
vrednosti raz²irjene 2-adi£ne norme ujemajo z vrednostmi 2-adi£ne norme na F .
Dokaz, da to velja za poljubno p-adi£no normu je zelo podoben tistemu, ki smo ga
naredili v primeru 3.10. Matrika mnoºenja Tx za x ∈ F je oblike
Tx =
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
x 0 0 · · · 0
0 x 0 · · · 0
... . . .
...
... . . .
...
0 · · · · · · 0 x
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
Determinanta te matrike je xn. Zdaj brez teºav pridemo do zaklju£ka, da se normi
na polju F ujemata. Torej se raz²irjena p-adi£na norma na za£etnem polju ujema s
p-adi£no normo, denirano na tem polju, zato za x = 0 velja ||x||p = 0.
Za implikacijo v desno pa moramo pokazati, da je 0 tudi edino tako ²tevilo, za






Ker za p-adi£no normo na F velja
|x|p = 0 ⇐⇒ x = 0,
sledi, da mora veljati
det(Tx) = 0.
Determinanta matrike je enaka 0 natanko tedaj, ko matrika ni obrnljiva. Ker matrika
Tx predstavja mnoºenje z elementom x in ker x leºi v polju, kjer so vsi neni£elni
elementi obrnljivi, lahko sklepamo, da velja
det(Tx) = 0 =⇒ x = 0
oziroma
||x||p = 0 =⇒ x = 0.
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Tako smo pokazali ²e drugo od treh lastnosti, ki zagotavljajo, da je funkcija ul-
trametri£na norma. Zadnja zahteva, ki jo moramo ²e pokazati, je ultrametri£na
neenakost. Dokaz te lastnosti je dalj²i in tehni£no zahtevnej²i, ne pripomore pa k
bolj²emu razumevanju teme diplomske naloge, zato sem se odlo£il, da ga izpustim.
Bralec ga lahko najde v knjigi Local elds [2], v poglavju 7.3. □
V tem podpoglavju smo pokazali, da lahko p-adi£no normo, ki je denirana na
polju F , za element x, algebrai£en nad F , raz²irimo do ultrametri£ne norme, de-
nirane na algebrai£ni raz²iritvi F (x). Pokazali smo tudi, da se na polju F vrednost
raz²iritve p-adi£ne norme ujema z vrednostmi norme, denirane na F .
3.3. Raz²iritev p-adi£ne norme na polje, raz²irjeno s transcendentnim ele-
mentom. Do sedaj smo pokazali, kako raz²iriti p-adi£no normo na ²tevila, ki so
algebrai£na nad izbranim poljem F . V tem podpoglavju si bomo ogledali, kako
postopamo, £e p-adi£no normo raz²irjamo na ²tevilo, transcendentno nad poljem F .
Mogo£e izgleda, kot da bomo imeli s tem delom raz²iritve ve£ teºav, saj nimamo
intuitivne ideje, kako bi p-adi£no normo raz²irili na transcendentna ²tevila, kot so
π in e. To, da nimamo ideje, kako raz²iriti normo na raz²iritve s transcendentnimi
²tevili, bomo v resnici lahko izkoristili, saj ne bomo imeli teºav z izbrano vrednostjo




Preden za£nemo z raz²irjanjem p-adi£ne norme na polja, raz²irjena s transcenden-
tnimi ²tevili, si oglejmo ²e lemo in izrek, ki nam bosta pomagala pri takih raz²iritvah.
Lema 3.12. Naj bo F polje in naj bo | · |p p-adi£na norma nad tem poljem. Za
polinom f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anxn nad poljem F deniramo
(2) ||f || = max
i
|ai|p.
Za polinoma f in g nad poljem F velja
(3) ||f + g|| ≤ max(||f ||, ||g||)
in
(4) ||fg|| = ||f || · ||g||.
Dokaz. Vzemimo polinoma f(x) = a0+a1x+· · ·+anxn in g(x) = b0+b1x+· · ·+bmxm,
kjer sta n,m ∈ N. Brez ²kode za splo²nost re£emo, da je m ≤ n. Za laºje ra£unanje
bomo polinom g zapisali kot g(x) = b0 + · · · + bmxm + bm+1xm+1 + · · · + bnxn, kjer
za i > m velja bi = 0. Polinom f + g lahko sedaj zapi²emo kot





Za£nimo ra£unati na levi strani neena£be (3) in poskusimo priti do desne strani.
||f + g|| = max
i
|ai + bi|p
Uporabimo ultrametri£no neenakost za p-adi£no normo na F in dobimo
max
i
|ai + bi|p ≤ max
i
(max{|ai|p, |bi|p}).








(|bi|p)} = max{||f ||, ||g||}.
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S tem je neenakost (3) dokazana. Pokazati moramo ²e, da velja enakost (4), torej
da je ||fg|| = ||f || · ||g||. Polinoma f in g bomo izbrali kot v dokazu neenakosti (3).











































Sedaj bomo pri drugem maksimumu spremenili indeks maksimiziranja. Indeks j
bomo izbirali neodvisno od indeksa i. Dobili bomo ve£jo mnoºico produktov aibj.
Ker je mnoºica produktov, ki jo imamo na koncu neena£be (5), podmnoºica mnoºice
novih produktov, bo maksimum nove mnoºice ve£ji od maksimuma prej²nje mnoºice.
















Ker je £len ai neodvisen od indeksa j in ker je p-adi£na norma na F multiplikativna,























Podobno, ker je celoten drugi maksimum neodvisen od indeksa i, lahko ta maksimum


















= ||g|| · ||f ||.
S tem je dokazana neenakost ||fg|| ≤ ||f || · ||g||. e ºelimo, da bo veljala enakost,
moramo pokazati ²e neenakost v drugo smer.
Dokaºimo torej veljavnost neenakosti ||fg|| ≥ ||f || · ||g||. Spomnimo se denicije






= |aI | = ||f ||.





















za j < J . Ocenimo sedaj normo produkta polinomov f in g navzdol.
||fg|| = max
i
|ci|p ≥ |cI+J |p,











Najprej si oglejmo, kaj se zgodi s produktom aibj v primeru, ko je i < I. Zaradi





, iz £esar zaradi denicije (2) sledi |ai|p <






£esar sledi, da je |bj|p ≤ |bJ |p. Za produkt v tem primeru velja
|aibj|p = |ai|p|bj|p < |aI |p|bJ |p = |aIbJ |p.
Podobno velja, £e je indeks j manj²i od J . Ker je p-adi£na norma ultrametri£na








e to ena£bo nadaljujemo, dobimo
|aIbJ |p = |aI |p|bJ |p = ||f || · ||g||.
Tako smo dokazali ²e neenakost ||fg|| ≥ ||f || · ||g||. e zdruºimo obe neenakosti,
smo dokazali, da velja enakost (4) in s tem smo dokazali lemo. □
Izrek 3.13. Naj bo h(x) racionalna funkcija nad F . Naj bo h(x) = f(x)
g(x)
za dva
polinoma nad F . Denirajmo






Tako denirana funkcija je ultrametri£na norma.
Dokaz. Najprej pokaºimo, da je denicija neodvisna od izbire polinomov f in g.











Uporabimo lemo 3.12 in dobimo








kar pomeni, da je denicija ||h|| neodvisna od izbire polinomov f in g.
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Pokaºimo sedaj, da je tako denirana funkcija ultrametri£na norma. Najprej
pokaºimo, da je
||h|| = 0 ⇐⇒ h ≡ 0.
Za£nimo z implikacijo v desno stran.
||h|| = ||f ||
||g||
= 0 =⇒ ||f || = max
i
|ai|p = 0
Ker je |x|p = 0 natanko tedaj, ko je x = 0, pomeni, da so vsi koecienti polinoma f
enaki 0, kar pa pomeni, da je h identi£no enaka 0. Pokaºimo ²e implikacijo v levo.
h ≡ 0 =⇒ f ≡ 0 =⇒ max
i
|ai|p = 0 =⇒ ||f || = 0 =⇒ ||h|| = 0
S tem je prva lastnost ultrametri£ne norme dokazana. Naslednja lastnost pove, da
za racionalni funkciji h1 in h2 nad F velja
||h1h2|| = ||h1|| · ||h2||.
Dokaz te lastnosti sledi direktno iz denicije in iz leme 3.12. Pokazati moramo ²e
ultrametri£no neenakost. Torej, da za racionalni funkciji h1, h2 nad F velja
||h1 + h2|| ≤ max(||h1||, ||h2||).
e funkciji h1 in h2 razpi²emo, dobimo










Torej je po deniciji











e upo²tevamo lemo 3.12, dobimo








= ||h2|| = max(||h1||, ||h2||).
S tem smo dokazali ²e zadnjo lastnost in tako pokazali, da je to res ultrametri£na
norma. □
Denicija 3.14. Naj bo F polje in α ²tevilo, ki je transcendentno nad tem poljem.
Enostavno transcendento raz²iritev polja F s transcendentnim ²tevilom α deniramo
kot najmanj²e polje, ki vsebuje F in ²tevilo α. Ozna£ili jo bomo s F (α).
V nadaljevanju deniramo ²e pojem homomorzma polj in izomorzma polj. De-
nicije in izrek bomo vzeli iz [1].
Denicija 3.15. Naj bosta F1 in F2 polji. Preslikava ϕ : F1 → F2 je homomorzem
polj, £e zanjo veljajo naslednje lastnosti:
(1) Naj bo 1 enota za mnoºenje v izbranem polju in 0 enota za se²tevanje v
izbranem polju. Tedaj velja ϕ(1) = 1 in ϕ(0) = 0.
(2) Za vsaka x, y ∈ F velja F (x− y) = F (x)− F (y).
(3) Za vsaka x, y ∈ F, y ̸= 0 velja F (xy−1) = F (x)F (y)−1.
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Surjektivnemu homomorzmu polj re£emo epimorzem polj, bijektivnemu homo-
morzmu polj pa re£emo izomorzem polj. Jedro homomorzma polj je mnoºica
elementov, ki jih homomorzem polj preslika v 0.
V naslednji trditvi bomo pokazali, da je raz²iritev polja s transcendentnim elemen-
tom, izomorfna racionalnim funkcijam nad tem poljem. V trditvi si bomo pomagali
z izrekom o izomorzmu:
Izrek 3.16 (Izrek o izomorzmu). Naj bosta F1 in F2 polji in naj bo ϕ : F1 → F2
epimorzem polj. e je jedro epimorzma trivialno, potem je ϕ izomorzem polj.
Dokaz. Naj bo ϕ : F1 → F2 epimorzem polj s trivialnim jedrom. e ºelimo poka-
zati, da je ϕ izomorzem, moramo pokazati ²e, da je ϕ injektiven. To bomo dokazali
s protislovjem. Vzemimo a, b ∈ F1 za katera velja a ̸= b in ϕ(a) = ϕ(b). Velja torej
ϕ(a)− ϕ(b) = 0. Ker je ϕ homomorzem, pa velja ϕ(a− b) = 0.
Spomnimo se, da so v jedru homomorzma polj vsi elementi, ki jih ϕ preslika v 0.
Sledi torej, da a− b leºi v jedru ϕ. Ker je po predspostavki jedro ϕ trivialno, sledi,
da je a− b = 0 oziroma, da je a = b. S tem pridemo v nasprotje s predpostavko, da
sta a in b razli£na, kar pa pomeni, da je ϕ res injektiven. □
Zdaj pa si oglejmo in dokaºimo trditev, ki nam bo podala izomorzem med ra-
cionalnimi funkcijami nad poljem F in enostavno transcendentno raz²iritvijo polja
F .
Trditev 3.17. Naj bo F polje in α transcendenten element nad F . Polje racionalnih
funkcij nad F , ozna£imo ga s F (X), je izomorfno enostavni transcendentni raz²iritvi
F (α).
Dokaz. Za dokaz trditve moramo poiskati epimorzem polj iz F (X) v F (α), ki ima
trivialno jedro in na njem uporabiti izrek o izomorzmu.
Denirajmo homomorzem polj ϕ : F (X) → F (α) s predpisom
ϕ(f(X)) = f(α).
Pokaºimo, da je to res homomorzem polj, da je surjektiven in da je njegovo jedro
trivialno. Pokaºimo prvo lastnost iz denicije homomorzma. e s ϕ preslikamo
racionalno funkcijo f(X) ≡ 1, ki je enota za mnoºenje v polju F (X), dobimo
ϕ(f(X)) = f(α) = 1.
Podobno je, £e vzamemo funkcijo f(X) ≡ 0, ki je enota za se²tevanje v F (X).
Dobimo
ϕ(f(X)) = f(α) = 0.
Za dokaz druge lastnosti vzemimo dve racionalni funkciji f, g ∈ F (X). Velja
ϕ((f − g)(X)) = (f − g)(α) = f(α)− g(α) = ϕ(f(X))− ϕ(g(X)).
S tem je dokazana druga lastnost iz denicije. Za tretjo lastnost vzemimo racionalni
funkciji f, g ∈ F (X), kjer je g ̸= 0. Velja
ϕ(fg−1(X)) = fg−1(α) = f(α)g−1(α) = f(α)(g(α))−1 = ϕ(f(X))ϕ(g(X))−1.
Torej je ϕ res homomorzem.
Pokaºimo sedaj, da je ϕ surjektiven. F (α) je najmanj²e polje, ki vsebuje F in
α. Ker je F (α) polje, mora vsebovati tudi vse vsote, razlike, produkte in kvociente
elementov iz F in α. Torej lahko vsak element iz F (α) zapi²emo kot q(α)
r(α)
, kjer sta q
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in r polinoma s koecienti iz F , kar pomeni, da lahko vsak element iz F (α) zapi²emo
kot racionalno funkcijo nad F vrednoteno v α. Sledi, da je ϕ res surjektiven.
Pokaºimo ²e, da je jedro tega homomorzna trivialno. Jedro homomorzma so vsi
elementi, ki jih homomorzem preslika v 0. V na²em primeru so to tiste racionalne






kjer sta q in r polinoma nad poljem F in r ̸= 0. Velja
f(α) = 0 ⇐⇒ q(α) = 0.
Ker je α transcendenten nad F , ne obstaja neni£elen polinom s koecienti iz F , za
katerega bi bilo ²tevilo α ni£la. Kar pomeni, da je v jedru samo racionalna funkcija
f(X) ≡ 0. Po izreku o izomorzmih sledi, da je polje racionalnih funkcij nad F
izomorfno enostavni transcendentni raz²iritvi. □
Ker je polje F (α) izomorfno polju racionalnih funkcij nad poljem F , lahko vsak
element iz F (α) predstavimo kot racionalno funkcijo nad F .






kjer sta q in r polinoma s koecienti iz polja F . To bomo uporabili pri deniciji
p-adi£ne norme na raz²iritvah polj s transcendentnim elementom.
Denicija 3.18. Naj bo F polje in α transcendentno ²tevilo nad F . Naj bo x ∈





a0 + a1x+ · · ·+ anxn
b0 + b1x+ · · ·+ bmxm
.





kjer z | · |p ozna£imo p-adi£no normo, denirano na F .
Dokaz, da je tako denirana p-adi£na norma res ultrametri£na norma, sledi iz
izreka 3.13. Pokazati pa moramo, da se zoºitev p-adi£ne norme denirane na polju
F (α), na polje F , ujema z denicijo p-adi£ne norme na polju F .
Trditev 3.19. Vrednosti raz²irjene p-adi£ne norme || · ||p, denirane v 3.18, se na
polju F ujemajo z vrednostmi p-adi£ne norme | · |p na F .





Ker je a ∈ F , lahko za q izberemo kar konstanten polinom q(α) ≡ a, za polinom r pa
izberemo konstanten polinom r(α) ≡ 1. e ta dva polinoma vstavimo v denicijo
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3.4. Raz²iritev p-adi£ne norme na poljubno raz²iritev polja. Pokazali smo,
da lahko p-adi£no normo raz²irimo na transcendentno ali pa algebrai£no enostavno
raz²iritev polja. Zaenkrat nimamo zagotovila, da bomo na ta na£in res zajeli vsa
realna ²tevila. Da pokaºemo, da na ta na£in res lahko zajamemo vsa realna ²tevila,
si bomo pomagali z Zornovo lemo. Do konca poglavja si bomo pri formulacijah
pomagali z delom [3], ki govori o Zornovi lemi in o njeni uporabi.
Denicija 3.20. Mnoºica M skupaj z notranjo binarno relacijo ≤ je delno urejena
mnoºica, £e za relacijo ≤ veljajo naslednje lastnosti.
(1) Za vsak x ∈ M velja x ≤ x.
(2) e za x, y, z ∈ M velja x ≤ y in y ≤ z, potem velja x ≤ z.
(3) e za x, y ∈ M velja x ≤ y in y ≤ x, potem je x = y.
Mnoºico M skupaj z realicjo ≤ bomo ozna£evali z (M,≤).
Opomba 3.21. Beseda delno pri delno urejeni mnoºici se pojavi, ker ni nujno, da
lahko med sabo primerjamo vse elemente iz mnoºice M , ampak le nekatere pare.
e lahko z relacijo ≤ med sabo primerjamo vsak par elementov iz M , re£emo taki
mnoºici linearno urejena mnoºica.
Primer delno urejene mnoºice je poten£na mnoºica mnoºice M , skupaj z relacijo
⊆. Brez teºav preverimo, da relacija ⊆ res ustreza vsem lastnostim iz denicije 3.20.
e ima mnoºica M vsaj dva elementa, je ta mnoºica res delno urejena, saj med sabo
ne moremo primerjati razli£nih enoelementnih mnoºic.
Primer linearno urejene mnoºice pa je mnoºica R, skupaj z relacijo ≤ kot jo
poznamo. Spet brez teºav preverimo, da relacija ≤ ustreza lastnostim iz deni-
cije 3.20. Mnoºica (R,≤) je linearno urejena, ker lahko za poljubni realni ²tevili
dolo£imo, katero med njima je manj²e od drugega.
Denicija 3.22. Naj bo (M,≤) delno urejena mnoºica in naj bo T podmnoºica
mnoºice M . Zgornja meja podmnoºice T je tak element m ∈ M , da za vsak t ∈ T
velja t ≤ m.
Denicija 3.23. Naj bo (M,≤) delno urejena mnoºica. Maksimalni element mno-
ºice M je tak m ∈ M , da ne obstaja n ∈ M , n ̸= m, za katerega velja m ≤ n.
Lema 3.24 (Zornova lema). Naj bo (M,≤) delno urejena mnoºica. e za vsako
linearno urejeno pomnoºico v (M,≤) velja, da ima zgornjo mejo, potem mnoºica
(M,≤) vsebuje vsaj en maksimalni element.
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Zornove leme ne bomo dokazovali. Lema je dokazana v dodatku o teoriji mnoºic, v
knjigi [4]. Dokazana je s pomo£jo Aksioma izbire. Dokaz o ekvivalenci med Zornovo
lemo in Aksiomom izbire pa lahko najdemo v dodatku h knjigi [7].
Z uporabo Zornove leme bomo sedaj pokazali, da lahko p-adi£no normo raz²irimo
na polje realnih ²tevil. Denirajmo relacijo delne urejenosti ≤ na mnoºici p-adi£nih
norm, deniranih na podpoljih realnih ²tevil. Ozna£imo to delno urejeno mnoºico z
(M,≤). Za dve p-adi£ni normi | · |1 in | · |2 deniramo relacijo ≤ kot
| · |1 ≤ | · |2 ⇐⇒(domena norme | · |1) ⊆ (domena norme | · |2) in
za x iz domene norme | · |1 velja |x|1 = |x|2
Trditev 3.25. Mnoºica (M,≤), denirana kot zgoraj, je res delno urejena mnoºica
in za vsako linearno urejeno podmnoºico (M,≤) obstaja zgornja meja.
Dokaz. Pokaºimo najprej, da je (M,≤) delno urejena. Pokazati moramo, da za
relacijo ≤ veljajo lastnosti iz denicije 3.20. Vzemimo najprej | · |1 iz (M,≤) in
pokaºimo, da je | · |1 ≤ | · |1. Ta relacija velja, ker je domena norme | · |1 podmnoºica
same sebe.
Pokaºimo drugo lastnost iz denicije. Vzemimo tri p-adi£ne norme, za katere velja
| · |1 ≤ |·|2 in | · |2 ≤ |·|3. Domena norme | · |1 je podmnoºica domene norme | · |2. Prav
tako je domena norme | · |2 podmnoºica domene norme | · |3. Sledi, da je domena
norme | · |1 podmnoºica domene norme | · |3. Na domeni norme | · |1 se vrednosti norm
| · |1 in | · |2 ujemajo. Ker se na domeni norme | · |2 vrednosti norme | · |2 ujemajo
z vrednostmi norme | · |3, sledi, da se na domeni norme | · |1 vrednosti norme | · |3
ujemajo z vrednostmi norme | · |1.
Pokaºimo ²e tretjo lastnost. Vzemimo p-adi£ni normi | · |1 in | · |2, za kateri velja
| · |1 ≤ | · |2 in | · |2 ≤ | · |1. Ker je domena norme | · |1 podmnoºica domene norme
| · |2 in ker je hkrati tudi domena norme | · |2 podmnoºica domene norme | · |1, velja,
da sta domeni teh dveh norm enaki. Ker se vrednosti teh dveh norm na tej domeni
ujemajo, sledi, da je | · |1 = | · |2.
Pokazali smo, da je mnoºica (M,≤) res delno urejena. Pokaºimo ²e, da ima vsaka
linearno urejena podmnoºica mnoºice (M,≤) zgornjo mejo. Ozna£imo s (T,≤)
linearno urejeno podmnoºico mnoºice (M,≤). Za zgornjo mejo (T,≤) izberimo
normo, ki je denirana na uniji denicijskih obmo£ij vseh norm iz T . Pokaºimo, da
je to res zgornja meja. Vzemimo | · |1, | · |2 ∈ (T,≤), za kateri velja | · |1 ≤ | · |2. Iz
denicije relacije ≤ sledi, da je p-adi£na norma, denirana na uniji domen norm | · |1
in | · |2, enaka | · |2. Ker lahko primerjamo vsak par elementov iz (T,≤), velja, da bo
unija vseh elementov res ve£ja od vsakega elementa iz (T,≤), torej bo res zgornja
meja za to mnoºico. □
Zgornja trditev zagotavlja, da delno urejena mnoºica p-adi£nih norm, ozna£ena z
M , zado²£a pogojem Zornove leme, zato jo lahko uporabimo. Lema nam pove, da
v na²i mnoºici obstaja maksimalni element.
Trditev 3.26. Maksimalni element mnoºice M je p-adi£na norma, ki je denirana
na celotnih realnih ²tevilih.
Dokaz. Denimo, da ta maksimalni element ni deniran na celotnih realnih ²tevilih.
Ozna£imo ga z | · |p in naj bo denicijsko obmo£je tega elementa polje F , ki je pravo
podpolje polja R. Ker je F pravo podpolje, vemo, da obstaja element α ∈ R, ki ga
²e ni v denicijskem obmo£ju | · |p.
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V tem poglavju smo pokazali, da lahko p-adi£no normo raz²irimo na raz²iritev
polja s transcendentnim ali algebrai£nim elementom, zato lahko tudi | · |p raz²irimo
na polje F (α). Ozna£imo to raz²iritev z || · ||p. Ker je F ⊂ F (α) in ker se po
dokazanem na polju F norma || · ||p ujema z | · |p, velja relacija | · |p ≤ || · ||p, kar pa
je v nasprotju s predpostavko o maksimalnosti | · |p.
Sledi, da je maksimalni element res deniran na celotnih realnih ²tevilih. □
S tem smo zaklju£ili poglavje o p-adi£ni normi in njenih raz²iritvah. Zornova
lema nam zagotavlja, da obstaja p-adi£na norma, denirana na polju realnih ²tevil,
vendar se izkaºe, da za tako raz²iritev eksplicitna formula ne obstaja. Nas to ne
bo zmotilo, saj nas bo v dokazu izreka Monskega zanimalo le, da taka raz²iritev
obstaja, saj bodo vsi elementi, za katere nas bo zanimala njihova p-adi£na norma,
leºali v polju racionalnih ²tevil.
4. Spernerjeva lema
V tem poglavju si bomo podrobneje ogledali drugo orodje, ki ga bomo uporabili
v dokazu izreka Monskega, Spernerjevo lemo. Navedli in dokazali jo bomo le za 2
dimenziji, saj je to rezultat, ki ga bomo uporabili v dokazu izreka Monskega.
Najprej bomo navedli nekaj denicij, ki nam bodo pomagale za laºjo formulacijo
in dokaz leme. Denicije, formulacija leme in njen dokaz so vzeti iz kombinacije
virov [6, 8, 9].
Denicija 4.1. Triangulacija ve£kotnika je razdelitev ve£kotnika na trikotnike, kjer
za vsak par trikotnikov velja: £e je njun presek neprazen, imata skupno ali celo-
tno stranico ali pa eno ogli²£e. Ogli²£em tako dobljenih trikotnikov re£emo ogli²£a
triangulacije.
Denicija 4.2. Naj bo P ve£kotnik in naj bo T njegova triangulacija. Ozna£imo
sedaj vsako ogli²£e te triangulacije z eno od oznak A,B ali C. Rob trikotnika v
triangulaciji bomo imenovali AB-rob, £e bo imel eno ogli²£e ozna£eno z oznako A in
drugo z oznako B. Podobno deniramo tudi AC-rob in BC-rob. Rekli bomo, da je
trikotnik popoln, £e so njegova ogli²£a ozna£ena z razli£nimi oznakami.
Lema 4.3 (Spernerjeva lema). e so ogli²£a triangulacije ve£kotnika P ozna£ena z
oznakami A,B in C, potem je parnost ²tevila popolnih trikotnikov te triangulacije
enaka parnosti AB-robov, ki so na robu ve£kotnika P .
Dokaz. Predstavljajmo si, da na vsako stran AB-robu nari²emo piko. Pik, ki jih na
ta na£in nari²emo v zunanjost ve£kotnika, ne bomo upo²tevali. Dobljene pike bomo
pre²teli na dva na£ina. Najprej jih pre²tejemo glede na tipe robov triangulacije,
nato pa ²e glede na trikotnike v triangulaciji.
Ko ²tejemo pike glede na robove, vidimo, da AC-rob in BC-rob ne prispevata
nobene pike. e AB-rob leºi na robu ve£kotnika P , prispeva 1 piko, saj druga leºi
v zunanjosti in je zato ne upo²tevamo. V nasprotnem primeru pa AB-rob prispeva
2 piki. tevilo pik je v tem primeru enako
2(²tevilo AB-robov v notranjosti P ) + (²tevilo AB-robov na robu P).
Vidimo torej, da je parnost ²tevila pik enaka parnosti ²tevila AB-robov na robu P .
Sedaj si bomo ogledali ²e parnost ²tevila dobljenih pik glede na oznake trikotnikov
v triangulaciji. Oglejmo si vse moºne kombinacije ogli²£ trikotnikov in poglejmo,
23
Slika 1. Primer risanja pik v triangulaciji trikotnika.
koliko pik vsebujejo.
ogli²£a trikotnika ²tevilo pik
AAA, BBB, CCC 0
ABC 1
ABB, AAB 2
BBC, BCC, AAC, ACC 0
Vidimo, da pri tem na£inu ²tetja, parnost ²tevila pik spreminjajo le popolni triko-
tniki.
Ker je ²tevilo pik dolo£eno s triangulacijo ve£kotnika P in ni odvisno od na£ina
²tetja, lahko sklepamo, da je parnost ²tevila AB-robov na robu za£etnega ve£kotnika
enaka parnosti ²tevila popolnih trikotnikov v izbrani triangulaciji. □
Iz leme sledi, da £e je v neki triangulaciji na robu liho ²tevilo AB-robov, potem v
tej triangulaciji obstaja popoln trikotnik.
5. Izrek Monskega
Najprej podajmo formulacijo izreka, nato pa si oglejmo nekaj trditev, s katerimi
bomo izrek dokazali. Skozi celotno poglavje bomo sledili £lanku [6].
Izrek 5.1. Naj bo K = [0, 1] × [0, 1] enotski kvadrat in naj bo T triangulacija K,
za katero velja, da so plo²£ine vseh trikotnikov v T enake. Tedaj je v T sodo mnogo
trikotnikov.
Hitro vidimo, da za poljubno sodo ²tevilo obstaja triangulacija kvadrata, ki ima
toliko trikotnikov. Za sodo ²tevilo 2n ∈ N razdelimo stranico kvadrata na n enakih
delov, nari²emo pravokotnice v delilnih to£kah in tako dobimo n enakih pravoko-
tnikov. e vsak tako dobljeni pravokotnik razpolovimo po diagonali, pa dobimo
triangulacijo z 2n trikotniki, ki imajo vsi enake plo²£ine.
Nekoliko teºje pa je dokazati, da ne obstaja triangulacija z liho trikotniki, ki
zado²£a zahtevi o enakosti plo²£in trikotnikov. Teºave se pojavijo ºe za majhna liha
²tevila. Teºko ugotovimo, ali lahko kvadrat razdelimo na 3 trikotnike tako, da imajo
vsi enako plo²£ino. Teºko je poiskati idejo za konstrukcijo primera ali protiprimera.
Na prvi pogled se mogo£e zdi, da taka triangulacija obstaja. Lahko si mislimo, da £e
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ogli²£a trikotnikov v triangulaciji zvezno premikamo, bomo prej ali slej dobili tako
postavitev ogli²£, da bodo imeli vsi trikotniki enako plo²£ino. Vendar se izkaºe, da
to ni mogo£e.
Ideja dokaza je, da s pomo£jo 2-adi£ne norme razdelimo ravnino na 3 disjunktne
mnoºice. S pomo£jo pripadnosti to£k tem mnoºicam in z uporabo Spernerjeve leme
bomo pokazali, da v triangulaciji kvadrata obstaja popoln trikotnik. Potem bomo
z ra£unanjem 2-adi£ne norme plo²£in trikotnikov pokazali, da mora biti ²tevilo vseh
trikotnikov triangulacije sodo.
Najprej si oglejmo, kako bomo R2 razdelili na disjunktne mnoºice A,B in C. Naj




A ; |x|2 < 1, |y|2 < 1
B ; |x|2 ≥ 1, |x|2 ≥ |y|2
C ; |y|2 ≥ 1, |y|2 > |x|2
e to£ka pripada eni izmed mnoºic A,B ali C, bomo rekli, da je ozna£ena z oznako
A,B ali C. V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj lastnosti zgoraj navedenih oznak.
Trditev 5.2. e poljubno to£ko T = (t1, t2) ∈ R2 premaknemo za krajevni vektor
to£ke (a1, a2) z oznako A, se oznaka to£ke T ne spremeni.
Dokaz. Preveriti moramo, kaj se zgodi za vse moºne oznake to£ke T . Ker je to£ka
(a1, a2) iz mnoºice A, bo skozi celoten dokaz veljalo |a1|2 < 1 in |a2|2 < 1. Naj
bo najprej to£ka T ozna£ena z A. Tedaj velja |t1|2 < 1 in |t2|2 < 1. Ko to£ko T
premaknemo za vektor (a1, a2), dobimo to£ko (t1 + a1, t2 + a2). Velja
|t1 + a1|2 ≤ max(|t1|2, |a1|2) < 1
in
|t2 + a2|2 ≤ max(|t2|2, |a2|2) < 1.
Sledi, da je 2-adi£na norma obeh novih koordinat manj²a od 1, zato ima tudi nova
to£ka oznako A.
Naj bo sedaj to£ka T ozna£ena zB. Tokrat velja |t1|2 ≥ 1, |t1|2 ≥ |t2|2. Spomnimo
se, da za 2-adi£no normo v splo²nem velja
|t1 + a1|2 ≤ max(|t1|2, |a1|2).
Pokazali pa smo tudi, da imamo v primeru, ko sta normi ²tevil na levi razli£ni,
enakost. Glede na oznake to£k velja |t1|2 ≥ 1 > |a1|2, torej je
|t1 + a1|2 = max(|t1|2, |a1|2) = |t1|2 ≥ 1.
Poglejmo ²e, kako je z drugo koordinato. Ker vemo, da je |t2|2 ≤ |t1|2 in |a2|2 < |t1|2,
velja
|t2 + a2|2 ≤ max(|t2|2, |a2|2) ≤ |t1|2 = |t1 + a1|2.
Za to£ko (t1 + a1, t2 + a2) torej velja, |t1 + a1|2 ≥ 1 in |t2 + a2|2 ≤ |t1 + a1|2. Po
zgornji deniciji sledi, da tudi ta to£ka leºi v mnoºici B.
Naj bo sedaj to£ka T = (t1, t2) ozna£ena s to£ko C. Velja |t2|2 ≥ 1, |t2|2 > |t1|2.
Dokaz je podoben dokazu za to£ko iz mnoºice B. Za drugo koordianto premaknjene
to£ke velja
|t2 + a2|2 = max(|t2|2, |a2|2) = |t2|2 ≥ 1.
Vemo, da je |t2|2 ≥ 1 > a1 in |t2|2 > |t1|2. Za prvo koordinato torej velja,
|t1 + a1| ≤ max(|t1|, |a1|) < |t2|2.
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Sledi, da ima premaknjena to£ka res oznako C. □
Trditev 5.3. Premica v ravnini ne more vsebovati to£k iz vseh treh mnoºic A,B in
C.
Dokaz. Poglejmo si najprej, kako je z navpi£nimi premicami. Denimo, da na neki
navpi£ni premici leºi to£ka (a1, a2) ∈ A. Ker za to to£ko velja |a1|2 < 1 in ker je prva
koordinata navpi£ne premice vedno enaka, bo za vsako to£ko (x, y) na tej premici
veljalo |x|2 < 1. Sledi, da na tej premici ne more leºati to£ka iz B.
Torej £e na navpi£ni premici leºi to£ka iz A, potem na tej isti premici ne more
leºati to£ka iz B, zato taka premica vsebuje samo to£ke iz A in iz C. e pa na
navpi£ni premici ne leºi to£ka iz A, pa taka premica vsebuje samo to£ke iz B in iz
C. S tem smo trditev pokazali za navpi£ne premice.
Sedaj si oglejmo nenavpi£no premico, na kateri leºi to£ka (a1, a2) ∈ A. Prej
smo pokazali, da premik za krajevni vektor to£ke z oznako A ne spremeni oznake
premaknjene to£ke. Izkoristimo to dejstvo in celotno premico premaknimo za vektor
(−a1,−a2). Iz denicije p-reda in denicije p-adi£ne norme sledi, da je |x|2 = |−x|2,
kar pomeni, da je to£ka (−a1,−a2) prav tako ozna£ena z A in zato po trditvi 5.2
premik za vektor (−a1,−a2) ohranja oznake to£k na premici.
Tako dobimo premico, ki gre skozi izhodi²£e in ima enake oznake kot za£etna
premica. Denimo sedaj, da na tej premici leºita tako to£ka (b1, b2) ∈ B kot to£ka








Poglejmo si normo produktov na vsaki strani zadnje ena£be. Ker je (b1, b2) ∈ B,
je |b2|2 ≤ |b1|2. Podobno, ker je (c1, c2) ∈ C, je |c1|2 < |c2|2. e upo²tevamo te
neena£be, za zgornji produkt velja
|b2c1|2 = |b2|2|c1|2 < |b1|2|c2|2 = |b1c2|2,
kar pa je nemogo£e, saj sta produkta b2c1 in b1c2 enaka. Sledi, da so na premici
poleg to£k iz A lahko le to£ke iz B ali pa to£ke iz C. e pa na premici ni to£k iz
A, so na premici le to£ke iz B in to£ke iz C. S tem je trditev dokazana za poljubno
premico v ravnini. □
Zadnja trditev, ki jo ²e potrebujemo pred dokazom izreka Monskega, nam bo
povedala, kako je s plo²£ino popolnega trikotnika.
Trditev 5.4. 2-adi£na norma plo²£ine popolnega trikotnika je ve£ja od 1.
Dokaz. Ker je trikotnik popoln, so vse oznake njegovih ogli²£ razli£ne, zato je zago-
tovo eno od njegovih ogli²£ ozna£eno z A. Naredimo premik trikotnika za to ogli²£e
in dobimo trikotnik z istimi oznakami, ki ima eno ogli²£e v koordinatnem izhodi²£u.
V premaknjenem trikotniku ozna£imo z (b1, b2) ogli²£e z oznako B in s (c1, c2)
ogli²£e z oznako C. Zaradi izbire oznak velja |b1|2 ≥ 1, |b1|2 ≥ |b2|2 in |c2|2 ≥ 1,
|c2|2 > |c1|2. Vektorski produkt med dvema vektorjema v ravnini je enak plo²£ini
paralelograma razpetega na ta dva vektorja. e vzamemo polovico vektorskega






e pogledamo 2-adi£no normo ²tevca, vidimo, da je
|b1c2 − b2c1|2 ≤ max(|b1c2|2, |b2c1|2) = |b1c2|2 ≥ 1
Ker sta normi |b1c2|2 in |b2c1|2 razli£ni, je na levi strani enakost in zato velja
|b1c2 − b2c1|2 = |b1c2|2 ≥ 1.











= 2−(−1) = 2 > 1.
S tem je na²a trditev dokazana. □
Dokaz izreka 5.1. Dokazali smo vse potrebne trditve, zato se lahko lotimo dokazova-
nja izreka Monskega 5.1. Poglejmo si, kak²ne so oznake ogli²£ kvadrata K. Vidimo,
da ima to£ka (0, 0) oznako A, to£ki (1, 0) in (1, 1) oznako B in to£ka (0, 1) oznako
C.
Spernerjeva lema nam bo zagotovila, da v poljubni triangulaciji obstaja popoln
trikotnik. e ºelimo uporabiti lemo, moramo pokazati, da je na meji kvadrata, torej
na njegovih stranicah, liho mnogo AB-robov.
Vzemimo poljubno triangulacijo tega kvadrata in pre²tejmo, koliko je AB-robov
na posamezni stranici kvadrata K. Trditev 5.3 nam pove, da na premici ne morejo
leºati to£ke iz vseh treh mnoºic A, B in C. e pogledamo levo stranico kvadrata
K, vidimo, da ima ogli²£i ozna£eni z A in C, kar pomeni, da na tej stranici ne
leºi nobena to£ka z oznako B in posledi£no na tej stranici ne leºi noben AB-rob.
Podoben premislek velja za zgornjo stranico, ki ne vsebuje to£ke z oznako A in zato
tudi ta ne vsebuje nobenega AB-robu.
e pogledamo spodnjo stranico, ima ta eno ogli²£e ozna£eno z A, drugo pa z B
in na tej stranici leºijo samo to£ke, ozna£ene z A ali z B. Predstavljajmo si, da
za£nemo v ogli²£u A in gremo po tej stranici proti ogli²£u B. Vsaki£ ko pridemo
iz oznake A v oznako B ali obratno, pre£kamo AB-rob. Ker kon£amo v ogli²£u B,
moramo prehoditi liho AB-robov. Torej je na spodnji stranici liho mnogo AB-robov.
e ºelimo, da bo na celotni meji kvadrata K liho mnogo AB-robov, moramo
pokazati ²e, da jih je na desni stranici kvadrata sodo. Ker sta obe ogli²£i te stranice
ozna£eni z B, ne vemo kak²ne so oznake to£k iz druge mnoºice na tej stranici, zato
bomo obravnavali primer, ko so te to£ke iz mnoºice A, in primer, ko so te to£ke iz
mnoºice C.
Naprej preverimo, koliko imamo AB-robov, £e so na desni stranici kvadrata poleg
to£k iz mnoºice B ²e to£ke iz mnoºice C. V tem primeru ni na opazovani stranici
nobenega AB-robu, kar pomeni, da je v tem primeru ²tevilo AB-robov na desni
stranici kvadrata sodo.
Poglejmo ²e, koliko imamo AB-robov, £e je na desni stranici poleg to£k z oznako B
tudi nekaj to£k z oznako A. Podobno kot pri ²tetju AB-robov za spodnjo stranico si
predstavljajmo, da za£nemo v to£ki (1, 1) ozna£eni z B in se premikamo po stranici
navzdol. Oznaka se spremeni vsaki£, ko pre£kamo AB-rob. Ker je oznaka kon£ne
to£ke enaka oznaki za£etne to£ke, moramo pre£kati sodo mnogo AB-robov. Torej je
tudi v tem primeru na desni stranici sodo mnogo AB-robov.
Ugotovimo torej, da je ne glede na to, ali so na desni stranici kvadrata poleg to£k
ozna£enih z B tudi to£ke ozna£ene z A ali to£ke ozna£ene s C, na njej sodo mnogo
AB-robov. Skupaj s prej²njimi ugotovitvami pa to pomeni, da je na meji kvadrata
liho mnogo AB-robov.
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Sedaj uporabimo Spernerjevo lemo, ki nam pove, da je parnost AB-robov na
meji kvadrata enaka parnosti popolnih trikotnikov v njegovi triangulaciji. Ker smo
pokazali, da je na meji kvadrata liho mnogo AB-robov, sledi, da je v triangulaciji
liho mnogo popolnih trikotnikov, kar pomeni, da v triangulaciji kvadrata obstaja
popoln trikotnik.
Za dokaz izreka si bomo pomagali z dejstvi, da v triangulaciji kvadrata obstaja
popoln trikotnik, da je norma njegove plo²£ine ve£ja od 1 in da je plo²£ina vseh
trikotnikov v triangulaciji enaka.
Normo plo²£ine kvadrata bomo izra£unali na dva na£ina. Ker imamo enotski
kvadrat vemo, da je njegova plo²£ina, ozna£imo jo s SK , enaka 1. Torej je tudi
2-adi£na norma te plo²£ine enaka 1.
Ker je plo²£ina vseh trikotnikov v triangulaciji enaka, je plo²£ina kvadrata enaka
plo²£ini enega od trikotnikov pomnoºeni s ²tevilom trikotnikov v triangulaciji. De-
nimo, da je v triangulaciji m trikotnikov. V trditvi 5.4 smo pokazali, da je 2-adi£na
norma popolnega trikotnika ve£ja od 1. Ker v triangulaciji K obstaja popoln triko-
tnik, lahko re£emo, da je plo²£ina kvadrata K enaka
SK = m · (plo²£ina popolnega trikotnika).
e izra£unamo 2-adi£no normo in upo²tevamo, da je norma plo²£ine popolnega
trikotnika strogo ve£ja od 1, dobimo
|SK |2 = |m|2|plo²£ina popolnega trikotnika|2 > |m|2 · 1 = |m|2.
Ker smo prej pora£unali, da je |SK |2 = 1, velja
1 > |m|2,
iz £esar pa sledi, da je m oblike
m = 2kn,
za k ∈ N\{0} in za liho celo ²tevilo n. To pa pomeni, da je m, ki predstavlja ²tevilo
trikotnikov v triangulaciji, sodo. Ker je bila za£etna triangulacija izbrana poljubno,
lahko zaklju£imo, da mora biti ²tevilo trikotnikov v triangulaciji kvadrata, kjer so
plo²£ine vseh trikotnikov enake, sodo. □
Slovar strokovnih izrazov
complete metric space poln metri£ni prostor
eld extension raz²iritev polja
p-adic norm p-adi£na norma
p-order p-red
partially ordered set delno urejena mnoºica
totally ordered set linearno urejena mnoºica
ultrametric inequality ultrametri£na neenakost
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